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1 Concepts généraux

1.1 Introduction: le pouvoir des données

La statistique est l'art et la science de collecter, d’analyser, d’interpréter et de présenter des données. Elle
est omniprésente dans notre vie quotidienne, que nous en soyons conscients ou non. Des entreprises aux
gouvernements en passant par les chercheurs, la statistique est un outil puissant pour prendre des décisions
éclairées, résoudre des problemes complexes et comprendre le monde qui nous entoure.

Au ceeur de la statistique réside la capacité a extraire des informations significatives & partir d’un ensemble
de données. Que vous soyez un économiste étudiant les tendances du marché, un épidémiologiste suivant la
propagation d’une maladie, ou simplement un consommateur comparant les prix des produits en ligne, la
statistique joue un role central dans la transformation des données en connaissances utiles.

La statistique se divise en plusieurs domaines, dont 1’estimation, les tests d’hypotheses, 'analyse de
régression, et bien d’autres. Elle englobe également des concepts fondamentaux tels que la théorie des prob-
abilités, les indicateurs statistiques de variance, médiane, moyenne, qui nous aident & résumer, a interpréter
et a tirer des conclusions a partir de données brutes. L’une des caractéristiques les plus remarquables de la
statistique est son pouvoir prédictif. En utilisant des méthodes statistiques appropriées, nous pouvons faire
des prévisions sur des événements futurs, identifier des tendances émergentes et méme prendre des décisions
stratégiques dans divers domaines.

En fin de compte, la statistique est une discipline polyvalente qui transcende les frontieres de nombreuses
professions. Que vous soyez un scientifique des données, un économiste, un psychologue, un biologiste ou
un étudiant curieux, la statistique vous fournira des outils essentiels pour comprendre le monde complexe
qui nous entoure. Ce cours d’introduction a la statistique vous aidera & acquérir les compétences et les
connaissances nécessaires pour maitriser cet art de la donnée et ’appliquer dans votre domaine d’intérét.



1.2 Différence entre statistique descriptive, inférentielle, et bayésienne

Les statistiques descriptives, inférentielles et bayésiennes sont trois approches distinctes de 1'analyse statis-
tique des données, chacune ayant ses propres objectifs et méthodes. Voici la différence entre ces trois types
de statistiques :

1. statistique descriptive : la statistique descriptive vise a décrire et résumer des données en utilisant
des techniques simples, telles que des mesures de tendance centrale (moyenne, médiane, mode), des
mesures de dispersion (écart-type, plage interquartile), des tableaux, des graphiques et des résumés
numériques. Elle est principalement utilisée pour comprendre les caractéristiques fondamentales d’un
ensemble de données et pour présenter des informations de maniére concise et compréhensible.

2. statistique inférentielle : elle est utilisée pour tirer des conclusions générales a partir d’un échantillon
de données et les appliquer & une population plus large. Elle repose sur des probabilités et des tests
d’hypotheses. Elle est couramment utilisée pour faire des déclarations sur une population a par-
tir d’'un échantillon, comme ’estimation d’une moyenne, la comparaison de groupes, la vérification
d’hypotheses, ...

3. statistique bayésienne : c’est une approche basée sur la théorie bayésienne en probabilité. Elle per-
met de mettre a jour des croyances ou des hypotheses a mesure que de nouvelles données deviennent
disponibles, en utilisant une distribution de probabilité a priori et la mise a jour avec des données ob-
servées. Elle est souvent utilisée dans des domaines tels que la modélisation statistique, I’apprentissage
automatique, la prise de décision, et d’autres situations ou ’on souhaite tenir compte de l'incertitude
et mettre & jour des informations en fonction de nouvelles données.

En résumé, la statistique descriptive se concentre sur la présentation des données, la statistique inférentielle
sur l'inférence a partir d’un échantillon pour faire des généralisations sur une population, tandis que la statis-
tique bayésienne repose sur la mise a jour des croyances ou des probabilités en utilisant des données observées.
Les trois approches sont importantes dans des contextes différents et complémentaires en statistique.

1.3 Notion d’échantillon

En statistique, un échantillon est un sous-ensemble représentatif d’une population plus large. La population
fait référence a I’ensemble complet de toutes les unités ou individus qui sont d’intérét pour une étude ou une
analyse statistique. Puisque 1’étude de ’ensemble complet de la population est souvent difficile, couteuse ou
méme impossible, on utilise des échantillons pour en tirer des conclusions générales sur la population entiére.
Voici quelques points clés concernant la notion d’échantillon :

e objectif : L’objectif de I’échantillonnage est de prélever un groupe plus restreint et gérable d’individus
ou d’éléments de la population, de maniere a ce qu’il soit représentatif de la population plus large. Cela
permet d’extrapoler ou d’inférer des caractéristiques, des tendances ou des parametres de la population
entiere a partir de 'analyse de I’échantillon.

e méthodes d’échantillonnage : Il existe différentes méthodes d’échantillonnage, notamment 1’échantillonnage
aléatoire simple, I’échantillonnage stratifié, ’échantillonnage par grappes, et d’autres méthodes spécifiques
en fonction des objectifs de I’étude.

e taille de I’échantillon : La taille de I’échantillon doit étre suffisamment grande pour obtenir des résultats
fiables, mais elle dépend également de la variabilité des données et des objectifs de 1’étude. Les
statisticiens utilisent des calculs de puissance pour déterminer la taille de I’échantillon nécessaire.

e représentativité : Il est essentiel que l’échantillon soit représentatif de la population. Cela signifie
que les caractéristiques clés de I’échantillon (age, sexe, lieu, etc.) doivent refléter la répartition de ces
caractéristiques dans la population.

e biais d’échantillonnage : Il est important de minimiser tout biais dans la sélection de 1’échantillon,
car un biais peut entrainer des conclusions inexactes. Les biais peuvent survenir si la méthode
d’échantillonnage ou la collecte de données est défectueuse.



e utilisation de I’échantillon : Une fois ’échantillon prélevé, des analyses statistiques sont effectuées pour
tirer des conclusions sur la population plus large. Cela peut inclure des estimations de parameétres, des
tests d’hypotheses et d’autres analyses.

Un échantillon en statistique est un sous-groupe soigneusement sélectionné de la population qui est
utilisé pour effectuer des analyses statistiques et faire des généralisations sur I’ensemble de la population.
Une sélection appropriée de I’échantillon est cruciale pour obtenir des résultats fiables et significatifs. D’un
point de vue probabiliste, on parlera souvent en statistique d’échantillon lorsque les données sont issues de
réalisations de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid).

1.4 Différence entre variables qualitative et quantitative, ou discrete et continue

Les variables en statistiques sont généralement classées en deux catégories principales : qualitatives/quanti-
tatives et discrétes/continues. Voici la différence entre ces deux paires de catégories :

e Variables Qualitatives et Quantitatives :

— Variable Qualitative (ou Catégorielle) : Une variable qualitative prend des valeurs qui sont des
catégories ou des étiquettes, et ces catégories ne sont pas nécessairement numériques. Les vari-
ables qualitatives décrivent généralement des caractéristiques ou des attributs qui ne peuvent
pas étre mesurés numériquement. Par exemple, le genre (homme/femme), la couleur des yeux
(bleu/marron/vert), la catégorie de produit (électronique/vétements/produits alimentaires) sont
des exemples de variables qualitatives.

— Variable Quantitative : Une variable quantitative prend des valeurs numériques et mesure des
quantités. Elle peut étre continue ou discrete. Les variables quantitatives permettent d’effectuer
des opérations mathématiques telles que ’addition, la soustraction, la multiplication, etc. Par
exemple, I’age, le poids, le revenu, le nombre d’heures de sommeil sont des exemples de variables
quantitatives.

e Variables Discretes et Continues :

— Variable Discrete : Une variable discrete prend des valeurs distinctes et isolées, souvent entieres,
avec des sauts entre les valeurs. Par exemple, le nombre de voitures dans un parking, le nombre
d’enfants dans une famille, le nombre de piéces de monnaie dans votre portefeuille sont des
exemples de variables discretes.

— Variable Continue : Une variable continue peut prendre une gamme infinie de valeurs réelles dans
un intervalle donné. Ces valeurs peuvent inclure des fractions ou des décimales, et il n’y a pas
de sauts ou de discontinuités. Par exemple, la taille d’une personne, la température, le temps
nécessaire pour effectuer une tache sont des exemples de variables continues.

La principale distinction réside donc dans le fait que les variables qualitatives sont des catégories ou
des étiquettes, tandis que les variables quantitatives sont des mesures numériques. De plus, les variables
quantitatives peuvent étre soit discretes (valeurs distinctes) soit continues (valeurs sur une plage continue).
Ces distinctions sont essentielles pour choisir les bonnes méthodes statistiques d’analyse en fonction du type
de variable que vous traitez.

1.5 Différence entre statistique unidimensionnelle et multidimensionnelle

La différence entre la statistique unidimensionnelle et multidimensionnelle réside dans le nombre de variables
prises en compte dans I’analyse statistique:

e statistique unidimensionnelle (ou statistique univariée) : elle concerne ’analyse de données comportant
une seule variable. Elle se concentre sur la distribution, les caractéristiques et les propriétés d’une
seule variable a la fois. Exemples : Une analyse unidimensionnelle pourrait impliquer I’examen de la
distribution des notes d’un examen, de la fréquence des réponses "oui” et "non” a une question, ou de
la moyenne des temps de réaction pour un groupe de personnes.



e statistique multidimensionnelle (ou statistique multivariée) : elle concerne I’analyse de données qui com-
portent plusieurs variables simultanément. Elle explore les relations, les corrélations et les interactions
entre ces variables. Exemples : Une analyse multidimensionnelle pourrait impliquer I’examen des rela-
tions entre les variables telles que les revenus, I’éducation et I’age dans une enquéte sociodémographique.
Elle peut également inclure des techniques d’analyse factorielle, de régression multivariée, etc.

La statistique unidimensionnelle se concentre ainsi sur une seule variable & la fois, tandis que la statistique
multidimensionnelle explore les relations entre plusieurs variables simultanément. L’analyse multidimension-
nelle est généralement plus complexe car elle permet de mieux comprendre les interactions entre les variables
et de répondre & des questions plus complexes, mais elle nécessite des méthodes statistiques plus avancées
pour étre correctement appliquée.

2 Estimation ponctuelle

Dans ce cours, nous allons explorer particulierement le domaine de 'estimation paramétrique, ainsi que
) )

certains tests statistiques. L’estimation paramétrique est une approche statistique qui vise a estimer les

parametres inconnus d’une distribution de probabilité a partir d’un échantillon de données observées.

2.1 Parametres et statistiques, modele paramétrique

Avant d’entrer dans les détails de l’estimation paramétrique, il est important de comprendre la distinc-
tion entre les parametres et les statistiques. Les parametres sont des caractéristiques de la distribution de
probabilité sous-jacente, tandis que les statistiques sont des mesures calculées a partir des données observées.

Un modele paramétrique est une représentation mathématique simplifiée d’'un phénomene basée sur des
hypotheses spécifiques concernant la distribution sous-jacente des données. Les modeles paramétriques jouent
un role central dans ’analyse statistique, car ils permettent de réduire la complexité des données tout en
fournissant des outils puissants pour la compréhension, I'estimation et la prise de décision. L’idée fondamen-
tale derriere un modele paramétrique est de supposer que les données observées suivent une distribution de
probabilité spécifique, caractérisée par un ensemble de parametres inconnus. Ces parametres décrivent des
propriétés clés de la distribution, telles que la moyenne, la variance, la médiane, etc. En d’autres termes,
le modele présume que les données sont générées a partir d’une famille de distributions bien définie, chaque
membre de cette famille étant déterminé par des valeurs spécifiques des parameétres.

Plutét que de traiter directement avec des observations individuelles, les statisticiens peuvent utiliser
ces modeles pour résumer ces données en un ensemble gérable de parametres. Cela facilite la descrip-
tion, la comparaison et 'interprétation des données. Un exemple courant de modele paramétrique est le
modele de régression linéaire, qui suppose que la relation entre une variable dépendante et plusieurs vari-
ables indépendantes suit une forme linéaire. Dans ce modele, les parametres sont les coefficients de la
régression, et ils déterminent la pente et ’ordonnée a l’origine de la droite de régression.

Les modeles paramétriques permettent également de réaliser des prévisions et des estimations. En ajus-
tant les parametres du modele aux données observées, il est possible d’estimer les valeurs inconnues de ces
parametres, ce qui peut étre utilisé pour faire des prédictions ou des inférences sur le phénomene sous-jacent.
Cependant, il est essentiel de noter que les modeles paramétriques reposent sur des hypotheses spécifiques
concernant la distribution des données. Si ces hypotheses ne sont pas correctes, les conclusions basées sur
le modele peuvent étre biaisées ou incorrectes. Par conséquent, il est crucial de choisir un modele approprié
en fonction des données et de vérifier la validité des hypothéses sous-jacentes.

2.2 Notion de modele statistique

Définition 1. Un modéle statistique est généralement composé de trois éléments principaux, que l'on peut
représenter sous forme d’un triplet :

(€,0,P) (1)



ou :

& est l’espace des observations,
© est l’espace des parameétres du modéle

P est la famille de lois de probabilité qui décrit le comportement des données dans I’espace des observations.

Dans ce triplet, £ représente ’espace dans lequel vos données existent, © contient les parametres que
vous cherchez a estimer, et P spécifie comment les données sont distribuées dans cet espace en fonction des
parametres.

2.3 Estimateur statistique

Un estimateur statistique est une fonction des observations utilisée pour estimer le parametre inconnu d’une
distribution de probabilité, a partir d’un échantillon de données observées. Il permet d’inférer des informa-
tions sur des caractéristiques de populations ou de distributions a partir des données échantillonnées. Un
estimateur statistique est utilisé lorsque nous ne connaissons pas la valeur réelle d’un parameétre (comme la
moyenne, la variance, la proportion, ...) de la population ou de la distribution que nous voulons étudier.
Son objectif est de fournir une meilleure approximation du parametre inconnu a partir des données de
I’échantillon.

Exemple 1. Un exemple courant d’estimateur est la moyenne empirique pour estimer la moyenne d’une
population. Si vous avez un échantillon de données, la moyenne de cet échantillon est souvent utilisée comme
estimateur de la moyenne de la population.

Définition 2. Un estimateur statistique est défini comme suit :

0=g(X1,Xs,...,X,) (2)
ou :
0 est Uestimateur du parameétre inconnu 6,
g est une fonction (régle) mathématique appliquée aux données de l'échantillon( X1, Xs, ..., X,).
La fonction g prend en entrée les données de l’échantillon (X1, Xa,...,X,) et produit l’estimation 0.

2.4 Estimateur par la méthode des moments (EMM)

La méthode des moments est une technique couramment utilisée en statistiques et en théorie de la probabilité
pour estimer les parameétres d’une distribution de probabilité. Elle repose sur le principe de faire correspondre
les moments observés (les valeurs de données) aux moments théoriques d’une distribution probabiliste en
ajustant les parametres. Les étapes de mise en oeuvre de cette technique sont les suivantes:

1. collecte des données,
2. choix de la distribution : on suppose une distribution de probabilité,
3. calcul des moments empiriques : on calcule les moments empiriques a partir des données,

4. calcul des moments théoriques : on calcule les moments théoriques de la distribution choisie en fonction
des parametres qu’on souhaite estimer,

5. équation des moments : on égalise les moments empiriques aux moments théoriques par une trans-
formation, en fonction des parametres. Cela crée un systeme d’équations a résoudre pour estimer les
parametres inconnus,

6. résolution des équations : on résoud le systeme d’équations pour obtenir les estimations des parameétres,



La méthode des moments est relativement simple a comprendre et a appliquer, en particulier pour les
distributions de probabilité bien connues. Cependant, il est important de noter que la méthode des moments
repose sur des suppositions sur la forme de la distribution, et elle peut ne pas étre la meilleure méthode
d’estimation dans tous les cas.

Exemple 2. Supposons que nous ayons un échantillon aléatoire de données X1, Xo, ..., X, provenant d’une
distribution exponentielle avec une fonction de densité de probabilité :

fN) =X 2>0,A>0

ou A est le parametre d’échelle que nous souhaitons estimer.
Le moment d’ordre 1 de cette distribution est donné par :

E(X) :/0 zXe Mz :%

Pour estimer le paramétre d’échelle X par la méthode des moments, nous égalons le moment d’ordre 1
empirique (la moyenne de ’échantillon) au moment d’ordre 1 théorique :

1 & 1
n 2 Xi=3

En résolvant cette équation pour X\, nous obtenons l’estimateur par la méthode des moments du paramétre
d’échelle de la distribution exponentielle :

| —

A==

S

ot X est la moyenne empirique de I’échantillon.

2.5 Méthode du maximum de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance (Maximum Likelihood Estimation, abrégée en MLE en anglais)
est une technique couramment utilisée en statistiques pour estimer les parametres d’une distribution de
probabilité ou d’'un modele statistique en se basant sur les données observées. L’objectif est de trouver les
valeurs des parametres qui rendent les données observées les plus ”vraisemblables” sous un modele donné.
Ses étapes se résument ainsi:

1. modele statistique : on choisit un modele statistique qui dépend de parametres inconnus a estimer. 11
décrit la distribution des données,

2. fonction de Vraisemblance : on écrit la fonction de vraisemblance (likelihood function) qui décrit la
probabilité des données sous le modele, en fonction des parametres a estimer,

3. log-vraisemblance : on travaille souvent avec la log-vraisemblance (logarithme de la vraisemblance)
plutét qu’avec la vraisemblance elle-méme, car cela simplifie les calculs,

4. estimation des parametres : on cherche les valeurs des parametres qui maximisent la log-vraisemblance.
En d’autres termes, on trouve les parametres pour lesquels les données sont les plus ”vraisemblables”
ou les plus probables,

5. optimisation : on utilise des techniques mathématiques telles que la dérivation, la résolution numérique
ou d’autres méthodes d’optimisation. Le résultat est ’estimation des parametres MLE.

Cette technique possede des propriétés statistiques souhaitables, notamment une efficacité asymptotique,
ce qui signifie que pour de grands échantillons, les estimateurs MLE sont non biaisés et atteignent la limite
de Cramér-Rao (cf plus loin dans le cours).



2.5.1 Fonction de vraisemblance

La fonction de vraisemblance est utilisée pour mesurer a quel point les données observées sont ”vraisem-
blables” sous un modele statistique avec un parametre donné. Elle est une fonction du parametre 6, et son
role est de décrire comment la probabilité des données varie en fonction de 6.

Définition 3. La fonction de vraisemblance (likelihood function) est définie comme suit :

L(O|z) = f(x|0) 3)

L(0|z) est la fonction de vraisemblance,
0 est le parameétre que nous cherchons a estimer,
x sont les données observées,

f(x|0) est la fonction de densité (ou de probabilité) des données sous le modéle avec le paramétre 6.

Cette définition se décline différemment dans le cas d'un modele discret ou d’'un modele continu. La
probabilité apparaissant dans la définition est une probabilité multivariée puisqu’elle est liée & un échantillon
de taille n. Ainsi, dans le cas discret, le terme f(x|6) sera remplacé par

P(X =2|0) = P((X1 =21,..., Xn = x,)[0).

2.5.2 Définition de P’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV)

L’estimateur du maximum de vraisemblance est la valeur du parametre 6 qui maximise la fonction de vraisem-
blance. En d’autres termes, il s’agit de I’estimation qui rend les données observées les plus ”vraisemblables”
sous un modele probabiliste avec le parametre 6.

Définition 4. L’estimateur du mazimum de vraisemblance (EMV) est défini comme suit :
Oy = arg max L(0|1X) (4)
ot :

éEMV est l’estimateur du maximum de vraisemblance,
0 est le parametre que nous cherchons a estimer,
L(0)X) est la fonction de vraisemblance,
X sont les données de Uéchantillon X = (X1,...,X,.

Comme évoqué précédemment, cet estimateur possede d’excellentes propriétés asymptotiques (lorsque
n — 400), qui seront vues ultérieurement dans ce cours.

Exemple 3. Supposons que nous ayons un échantillon de données binaires, notées X1, Xo,..., Xy, ot X;
vaut 1 en cas de succés et 0 en cas d’échec. Ces données suivent une distribution de Bernoulli avec une
probabilité de succes p.

La fonction de vraisemblance pour un échantillon de données binaires est la suivante :

n

Liplr1,zz,...,za) = [[ 7 (1 - p)'

La log-vraisemblance est donc :

In L(p|z1, 22, ..., 2T0) = Z[azl In(p) + (1 — 2;) In(1 — p)]



Pour estimer la probabilité de succes p par la méthode du mazimum de vraisemblance, nous mazximisons
la log-vraisemblance en trouvant la dérivée par rapport a p et en la mettant égale a zéro :

n

d 1 & 1
—InL To, ..., Lp) = — = — 1—2;,)=0
dpn (plz1, 2 Tn) p;x 1_pZ( ;)

i=1

En résolvant cette équation, nous obtenons l’estimation MLE de p :

1 n
ﬁEMV: - § T
n < 1
i=

C’est-a-dire que ’estimation MLE de la probabilité de succés est la moyenne empirique des données binaires.

Cet exemple nous fournit une estimation par maximum de vraisemblance du parametre p.

Remarque 1. Il est fondamental de comprendre que [’estimateur du mazimum de vraisemblance est une
variable aléatoire, au contraire de ’estimation qui en fournit une valeur calculée. Dans 'exemple précédent,
Uestimateur EMYV s’écrit donc

2.6

1 n
DEMYV = -~ Zle
i

Qualité d’un estimateur

La qualité d’un estimateur statistique fait référence a sa capacité a fournir des estimations précises et fiables
des parametres d’une distribution de probabilité ou d’un modele statistique. Une bonne qualité d’estimateur
repose sur plusieurs propriétés et criteres essentiels :

le biais,
lefficacité,

lefficacité asymptotique : certains estimateurs sont plus efficaces que d’autres lorsque la taille de
I’échantillon est grande. L’efficacité asymptotique mesure la rapidité avec laquelle un estimateur con-
verge vers la vraie valeur du parametre.

la consistance,
la normalité asymptotique,

robustesse : un estimateur robuste est celui qui est peu influencé par les valeurs aberrantes ou les
erreurs de mesure. Les estimateurs robustes conservent leur qualité méme en présence de données
atypiques.

la similitude : un estimateur est dit invariant s’il conserve sa qualité lorsqu’il est utilisé pour estimer
un parametre apres une transformation des données.

bonne performance en petite taille d’échantillon.

En fin de compte, la qualité d’un estimateur dépend des caractéristiques spécifiques de la distribution de
probabilité sous-jacente et des objectifs de 'analyse. Dans de nombreuses situations, le choix d’un estimateur
dépendra de I’équilibre entre ces différentes propriétés et de la pertinence par rapport au probléme statistique
particulier que vous essayez de résoudre. Nous allons approfondir dans ce cours les différentes notions
évoquées ci-dessus.



2.6.1 Biais d’un estimateur

Le biais d'un estimateur statistique est une mesure de la tendance systématique de l'estimateur a s’éloigner
de la vraie valeur du parametre que vous essayez d’estimer. En d’autres termes, le biais quantifie I'erreur
moyenne de lestimateur. Si un estimateur est non biaisé, cela signifie que, en moyenne, il fournit des
estimations qui sont exactes et ne s’écartent pas de la vraie valeur du parametre.

Définition 5. Le biais d’un estimateur est défini comme la différence entre ’espérance de cet estimateur et
la vraie valeur du parameétre que vous essayez d’estimer.

Biais(f) = E@) — 6 (5)
ou :
Biais(0) est le biais de Uestimateur 0,

E(0) est Uespérance (moyenne) de Uestimateur 0,

0 est la vraie valeur du paramétre que vous cherchez a estimer.

2.6.2 Variance d’un estimateur

La variance mesure la dispersion des valeurs de ’estimateur autour de sa moyenne. Une variance faible
indique que les estimations de I'estimateur sont regroupées étroitement autour de sa moyenne, ce qui suggere
une plus grande précision. A I'inverse, une variance élevée indique une dispersion plus grande des estimations,
ce qui suggere une moindre précision.

Définition 6. La variance d’un estimateur est définie comme la mesure de la dispersion ou de la variabilité
de cet estimateur. Mathématiquement, la variance s’exprime comme suit :

Var(6) = E[(0 — E(9))’] (6)

Var(0) est la variance de lestimateur 9,

0 est l’estimateur que vous cherchez a évaluer,

E(0) est Uespérance (moyenne) de Uestimateur 6.

2.6.3 Risque (quadratique) et ESBVM

Le risque quadratique d’un estimateur, également connu sous le nom d’erreur quadratique moyenne (EQM)
ou mean squared error (MSE) en anglais, est une mesure de la précision de cet estimateur. Il combine deux
aspects importants de la qualité d’un estimateur : le biais et la variance. Le risque quadratique est défini
comme la moyenne de 'erreur quadratique, c’est-a-dire la moyenne des carrés des écarts entre les estimations
de lestimateur et les vraies valeurs du parametre que vous essayez d’estimer.

Définition 7. Le risque (quadratique) d’un estimateur vaut:

Risque Quadratique(f) = E[(6 — 0)?] (7)

Risque Quadratique( A) est le risque quadratique de ’estimateur é,
0 est Uestimateur que vous cherchez a €valuer,
0

est la vraie valeur du paramétre que vous essayez d’estimer.
Le risque quadratique est une mesure globale de la précision de I’estimateur, prenant en compte & la fois
le biais (tendance systématique) et la variance (variabilité aléatoire) de lestimateur. Un risque quadratique

plus faible indique une meilleure précision de I'estimateur. Un ESBVM est un estilmateur sans biais et de
variance minimale, c’est donc le meilleur estimateur que nous puissions obtenir, mais il n’existe pas toujours!
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2.6.4 Consistance (convergence) d’un estimateur

La consistance d’un estimateur est une propriété importante en statistiques qui se réfere a son comportement
lorsque la taille de ’échantillon augmente. En d’autres termes, un estimateur est considéré comme consistant
s’il converge vers la vraie valeur du parametre que vous essayez d’estimer a mesure que la taille de I’échantillon
devient de plus en plus grande. Plus précisément, un estimateur est dit consistant si, pour toute vraie valeur
du parametre, la probabilité que 'estimateur s’éloigne de cette vraie valeur autant que possible tend vers
zéro a mesure que la taille de I’échantillon augmente.

Définition 8. Un estimateur est dit consistant s’il satisfait la condition suivante & mesure que la taille de
Uéchantillon augmente :

lim P(|§ — 6] >¢) =0 (8)

n—oo

0 est l’estimateur que vous cherchez a évaluer,
0 est la vraie valeur du paramétre que vous essayez d’estimer,
n est la taille de ’échantillon,

€ est une petite valeur positive,

P(|é — 0| > €) est la probabilité que 'estimateur s’éloigne de la vraie valeur du paramétre de plus de e.

La consistance signifie que, a mesure que la taille de I’échantillon augmente, la probabilité que [’estimateur
s’éloigne de la vraie valeur du paramétre autant que possible tend vers zéro. En d’autres termes, l’estimateur
devient de plus en plus précis et se rapproche de la vraie valeur du paramétre lorsque vous disposez de plus
de données.

2.6.5 Information de Fisher

L’information de Fisher, également appelée information de Fisher-Rao, est une mesure fondamentale en
statistiques qui quantifie la quantité d’information contenue dans une distribution de probabilité par rapport
a un parametre que vous essayez d’estimer. L’information de Fisher au point € est définie comme la variance
de la dérivée premiere du logarithme de la fonction de vraisemblance par rapport au parametre 6.

Définition 9. Statistiquement, linformation de Fisher est définie comme suit:

1(0) = Var L;i@ lnL(H)} )
ou :
1(0) est Uinformation de Fisher au point 0,
E représente l'espérance (moyenne),
f; In L(0) est la deuziéme dérivée par rapport a 6 du logarithme de la fonction de vraisemblance L(6).

Elle mesure la courbure de la fonction de vraisemblance autour du parametre 6 et est utilisée pour
calculer la variance asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance. Elle joue un role essentiel
en statistiques pour évaluer la précision des estimateurs, calculer des intervalles de confiance, et effectuer des
tests d’hypotheses. En bref, 'information de Fisher est un concept fondamental dans la théorie statistique
et l'inférence statistique. L’information de Fisher a plusieurs propriétés:

e elle est toujours positive ou nulle : I(6) > 0,

e clle est maximale lorsque la fonction de vraisemblance est la plus informative a propos du parametre

6.
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e elle est utilisée pour calculer la variance asymptotique des estimateurs EMV (en anglais MLE (Maxi-
mum Likelihood Estimators)),

e il existe deux autres expressions de I'information de Fisher, qui découle de sa définition:

2
1(0) =E l(;amL(o)) 1 : (10)

et
2
1(6) = —-E [;02 mL(e)} . (11)

Cette derniere expression est souvent utilisée dans les calculs. Dans le cas de données indépendantes, il est
facile de montrer que
I(H) = n]1 (49),

ou I(#) désigne l'information de Fisher sur 1’échantillon alors que I;(6) désigne celle d’une observation de
I’échantillon.

2.6.6 Borne de Cramer-Rao et efficacité

La borne de Cramér-Rao est un concept fondamental en statistiques. Cette borne établit une limite inférieure
théorique a la variance de n’importe quel estimateur non biaisé d’un parametre. Elle a été nommée d’apres
le statisticien Harald Cramér et le mathématicien Cuthbert C. Rao.

Supposons que nous ayons un échantillon aléatoire de données X suivant une loi de probabilité dépendant
d’un parametre inconnu 6.

Définition 10. Si 0 est un estimateur non biaisé de 0, la variance de cet estimateur Var(é) doit satisfaire

la borne de Cramér-Rao : )
oo L
Var(0) > T00) (12)

Var(f) est la variance de lestimateur 0,

1(0) est linformation de Fisher au point 6.

En d’autres termes, la variance de tout estimateur non biaisé ne peut pas étre plus faible que 'inverse
de l'information de Fisher. Cette borne est un outil essentiel en statistiques pour évaluer la performance des
estimateurs.

L’efficacité d’un estimateur fait référence a sa capacité a fournir des estimations précises et fiables du
parametre. En d’autres termes, un estimateur est dit efficace s’il atteint la borne de Cramér-Rao pour la
variance de 'estimateur. L’efficacité est un critere important pour évaluer la qualité d’un estimateur, car
elle détermine si ’estimateur est le meilleur parmi tous les estimateurs non biaisés en termes de précision.

Pour qu’un estimateur soit considéré comme efficace, il doit satisfaire les criteres suivants :

e non biaisé,

e cfficace asymptotiquement : L’estimateur doit atteindre la borne de Cramér-Rao pour la variance de
I’estimateur lorsque la taille de ’échantillon augmente. En d’autres termes, sa variance doit tendre
vers I'inverse de 'information de Fisher & mesure que la taille de ’échantillon devient grande. Cela
signifie que l'estimateur est le plus précis possible parmi tous les estimateurs non biaisés.

L’efficacité est souvent associée aux estimateurs du maximum de vraisemblance (EMV), car ils sont connus
pour étre asymptotiquement efficaces et atteindre la borne de Cramér-Rao dans de nombreuses situations.
Cependant, il est important de noter que l'efficacité dépend du modele statistique et de la distribution de
probabilité sous-jacente. Dans certaines situations, d’autres estimateurs peuvent étre plus efficaces que les
EMV.
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2.6.7 Exemple de la loi de Bernoulli

L’efficacité de lestimateur du maximum de vraisemblance (EMV) pour une distribution de Bernoulli peut
étre démontrée en utilisant la borne de Cramér-Rao. Pour une distribution de Bernoulli, la variance de
Pestimateur de la probabilité de succes (parametre de la distribution) est égale & 'inverse de I'information
de Fisher. En effet, lefficacité de 'estimateur EMV pour une distribution de Bernoulli est déterminée en
utilisant la borne de Cramér-Rao.

Pour une distribution de Bernoulli, le parametre d’intérét est la probabilité de succes, notée 8. L’estimateur
EMV de 6 est la proportion de succes observée dans I’échantillon. La variance de ’estimateur EMV de 6 est
donnée par :

A 0(1 -0
Var(d) = 21 =9) (13)
n
ot § est Pestimateur EMV de 6 et n est la taille de I’échantillon.
L’information de Fisher pour une distribution de Bernoulli est donnée par :
L(0) = 1 (14)
T —0)

Maintenant, pour démontrer 'efficacité de ’estimateur EMV, nous pouvons utiliser la borne de Cramér-
Rao. La borne de Cramér-Rao stipule que la variance de tout estimateur non biaisé ne peut pas étre plus
faible que l'inverse de I'information de Fisher, c’est-a-dire :

A 1
Var(0) = 75 (15)

En substituant les expressions précédentes pour la variance et I'information de Fisher, nous obtenons :

01-0) 1
n

Z (16)
nNga—o

Ce qui conduit a une égalité, donc la variance de I'estimateur MLE atteint la borne de Cramér-Rao, ce
qui signifie que l'estimateur EMV est asymptotiquement efficace pour une distribution de Bernoulli.

2.7 Propriétés des estimateurs

Nous allons ici étudier les propriétés des estimateurs issus des deux précédentes méthodes.

2.7.1 Le cas des EMM

Si 0 = E(X), alors "EMM de 6 est § = X,,. La justification de cette méthode est la loi des grands nombres
(X, converge presque stirement vers F(X)). Donc, si § = F(X), X,, est un estimateur de § convergent
presque sturement. Autrement dit, si on a beaucoup d’observations, on peut estimer une espérance par une
moyenne empirique.

Meéme sans la loi des grands nombres, on peut calculer:

:LZXZ-] = %E in] = %ZE[XZ-] = %nE[XZ-] =9.

Ainsi, X, est un estimateur non biaisé de 6.
On peut également en calculer la variance:

_ 1 1 1 1 Var(X;)
Var(X,)=Var (n ZXZ) = EV@T (Z Xi> =3 ZV@T (X;) = ﬁnVar(Xi) =—
K3 K3 3

en utilisant ’hypothese iid des X;.
On obtient ainsi le résultat suivant:

E[X,)=E
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Propriété 1. X,, est un estimateur sans biais en convergent en moyenne quadratique de E[X]. En effet,

lim E[(X, - X)) =0.

n—-+o0o

Qu’en est-il de 'estimateur de la variance, mesure de la dispersion des données dans un échantillon?
Nous considérons la variance empirique, notée S2:

Sq= %Z(Xi - X2 (17)

Cet estimateur est-il biaisé? L’espérance de la variance empirique est donnée par :

% Z(Xz - an]

=1

E(S?)=E

Utilisons les propriétés de ’espérance pour développer cette expression :

mﬁwJaiXﬁf—amﬂ—igyWﬁ%Ewﬂ—EWﬂ—mxﬂ

Maintenant, nous allons utiliser la propriété Var(X) = E(X?) — (E(X))? :

E(S2) = Var(X;) + E[X;)* = Var(X,) — E[X,)> = Var(X;) + E[Xi]* — Var(X:)

Ainsi, nous obtenons

E(S?) = <1 — ;) Var(X;) = %Var(Xi)

La variance empirique est donc un estimateur biaisé de la variance (mais asymptotiquement sans biais)! En
revanche, ’estimateur

'2 n w2 1 v )2
= = E X;— X 1
est un estimateur non-biaisé de Var(X;).
Par ailleurs,
, 1 n B 1
2 = Xi—X,)? | =—[(n—1DE[(X; — E[X;])* - (n— X;)?
Var(s;?) vW<n_1£; ; 7»> w7y = DEICK, — ELX))Y — (n = 3)Var(X,))

tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini. En utilisant le fait que le risque quadratique résulte du biais au carré
auquel est ajouté la variance de ’estimateur, on obtient:

Propriété 2. S;lz est un estimateur sans biais en convergent en moyenne quadratique de Var(X).

On peut aussi montrer que S;LQ converge presque strement vers Var(X;). Puisque X, et S;? convergent
presque slirement respectivement vers E[X;] et Var(X;), alors ils convergent également en probabilité vers
ces quantités. On obtient ainsi:

Propriété 3. X, est un estimateur consistant de E[X;] = E[X].
S,2 est un estimateur consistant de Var(X;) = Var(X).

Remarque 2. Cov(X,,S.2) = E[(X; — E[X,])?], donc les deux estimateurs ne sont pas indépendants en
toute généralité. Il sont corrélés, bien qu’asymptotiquement non-corrélés. En revanche, on peut montrer
qu’ils sont indépendants si les observations sont de loi normale.
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2.7.2 Le cas des EMV

Un estimateur de maximum de vraisemblance n’est pas forcément unique (la vraisemblance peut avoir
plusieurs maxima), ni sans biais, ni de variance minimale. Mais il a d’excellentes propriétés asymptotiques si
la loi des observations satisfait certaines conditions de régularité (les mémes que celles nécessaires a ’existence
de la quantité d’information). Lorsque la taille de I’échantillon augmente, 'estimateur du maximum de
vraisemblance (EMV) tend & suivre une distribution gaussienne. Cela est dii au théoréme central limite, qui
stipule que la somme d’un grand nombre de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
suit approximativement une distribution normale, quelle que soit la distribution d’origine des variables.

Théoreme 1. Si les X; sont identiquement distribués et indépendants, issus d’une méme loi dépendante
d’un paramétre 0, et que les conditions de réqularité sur la loi des observations sont satisfaites, alors

by % N(6,171(9))
ou :
0 est estimateur du mazimum de vraisemblance (EMV) du paramétre 0,

0 est la vraie valeur du paramétre,
1(0) est linformation de Fisher,

£ indique que 'estimateur est asymptotiquement équivalent en distribution,
N(0,I71(0)) est une distribution gaussienne (normale) avec une moyenne 0 et une variance I~*(9).
Cette propriété est essentielle pour comprendre le comportement asymptotique de I’estimateur du max-

imum de vraisemblance, en particulier lorsqu’il s’agit de dériver des intervalles de confiance et des tests
d’hypotheses basés sur la distribution asymptotique de l'estimateur. On peut également écrire:

by~ N<9’n111(0)) & Vallpuv —0) X N(o,hlw))

2.7.3 La méthode Delta

On peut s’intéresser a la transformation par une application de 'estimateur EMV, et a sa nouvelle loi. C’est
ce qu’on appelle la méthode Delta. Considérons une fonction g dérivable. On a les deux résultats suivants.

Propriété 4. En notant éEMV lestimateur du maximum de vraisemblance de 0, alors:
o g(0pry) est TEMV de g(0) ;

e avec g dérivable, on obtient également que

VilgBeay) —o®) £ N(o,gfff;j )

Le fait que 'EMYV soit asymptotiquement sans biais et efficace fait que, si on a beaucoup de données, on
est pratiquement certains que 'EMV donnera la meilleure estimation possible. C’est la raison pour laquelle
cette méthode est utilisée en priorité a toute autre méthode, y compris celle des moments.

3 Estimation par intervalle

Les intervalles de confiance (IC) sont des outils fondamentaux en statistique qui permettent de mesurer
I'incertitude entourant les estimations de parametres. Ils offrent une approche plus informative que de
simplement rapporter un seul chiffre en tant qu’estimation d’un parameétre, car ils tiennent compte de la
variabilité des données et de la taille de I’échantillon.
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3.1 Introduction aux intervalles de confiance (IC) et définition

Les IC sont largement utilisés dans la prise de décision, la recherche, et la communication des résultats
statistiques. Ils rendent compte de l'incertitude statistique: lorsque nous estimons un parametre a partir
d’un échantillon de données, il existe une incertitude associée a cette estimation en raison de la variabilité
naturelle des données. Deux échantillons différents de la méme population donneront généralement des
estimations légerement différentes. L’incertitude statistique est une mesure de cette variation.

Les IC sont construits autour du principe que, pour une estimation donnée, nous pouvons définir un
intervalle a l'intérieur duquel le véritable parametre inconnu est susceptible de se situer avec une certaine
probabilité. Par exemple, un IC & 95% signifie que, dans 95% des cas ol nous répétons I’échantillonnage et
I’estimation, le parametre réel sera contenu dans I'intervalle.

La construction d’un IC implique généralement deux étapes:

1. tout d’abord, nous calculons un estimateur ponctuel du parametre a partir de I’échantillon. Ensuite,
nous utilisons des méthodes statistiques pour déterminer les limites de 'intervalle de confiance autour
de cet estimateur. La largeur de l'intervalle est généralement basée sur la distribution de probabilité
de 'estimateur.

2. niveau de confiance : c’est la probabilité que 'intervalle de confiance contienne le véritable parametre.
Les niveaux de confiance couramment utilisés sont 90%, 95% et 99%. Plus le niveau de confiance est
élevé, plus l'intervalle de confiance sera large, reflétant une plus grande incertitude.

Plutot que de simplement obtenir une estimation ponctuelle a une hypothese nulle, utiliser un IC permet
d’évaluer si un parametre est significativement différent de certaines valeurs de référence. En termes de
communication de résultats, il est généralement préférable d’inclure des IC pour indiquer la précision de
Pestimation. Cela permet aux autres personnes de comprendre 'incertitude associée aux résultats (pensez
par exemple a la météo...).

Définition 11. Noté IC1_,(0), un intervalle de confiance (IC) de seuil a pour le paramétre 0, avec 0 <=
a <=1, est un intervalle avec bornes aléatoires tel que

PO € IC1_o(0) =1 - a.

Ainsi, « est la probabilité que le parametre inconnu 6 n’appartienne pas a l'intervalle. Si ’on suggere
que le parametre appartient a cet intervalle, on a donc a% de chance de se tromper. Le niveau « est donc
une probabilité d’erreur, en général fixée relativement petite en fonction des applications (o = 0.1, a = 0.05,
a =0.01, « = 0.001).

Remarque 3. Il est important de moter que les bornes de lintervalle de confiance sont des wvariables
aléatoires. En effet, nous verrons qu’elles sont basées sur une transformation d’un estimateur du parametre,
qui est lui-méme une variable aléatoire.

3.2 Notion de pivot

Le procédé logique de détermination d’un intervalle de confiance pour un parametre ¢ est de proposer un
intervalle centré sur un estimateur performant (noté €). Ainsi, cet intervalle de confiance aura la forme
IC =10 —n,0 +n]. Il faut ensuite trouver 7 de sorte que

POeIC)=PO—-n<6<O+n)=P(o—6<n) =a

Ici, « est un réel fixé a 'avance qui ne doit pas dépendre de 6. Le terme 1 ne doit pas non plus dépendre
de 6 pour que l'intervalle soit utilisable. Du coup, on ne peut déterminer un 7 vérifiant cette égalité que si
la loi de probabilité de 8 — 6 ne dépend pas de 6. C’est ce qu’on appelle un pivot!

Définition 12. Un pivot pour l’estimation de 6 est une fonction des observations X; et du paramétre 8 dont
la loi de probabilité ne dépend pas de 6.
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3.3 Exemples de construction

3.3.1 IC pour la moyenne d’une loi normale de variance connue
On suppose que les observations = (x1,...,2,) sont des réalisations de v.a. iid de loi N'(m,0o?), ot o2
est considéré connu. On cherche a proposer un intervalle de confiance de niveau a pour le parametre m,
inconnu.

Nous avons vu précédemment que X,, est un bon estimateur de E[X;] = m en toute généralité. Ainsi, il
apparait logique de chercher un intervalle de la forme

IC, _o(m) = [X,, — n, X, + 7).
Pour « fixé, on cherche donc 7 tel que
P(X, —m|<n)=1—a.
Or, on sait que X,, ~ N(m,c?/n), donc on obtient de suite que
X, —m
N

Nous venons de déterminer un pivot! En effet, la loi normale centrée réduite étant bien connue, nous
disposons d’une table numérique nous permettant d’évaluer une probabilité pour un quantile donné. Ainsi,
la densité d’une gaussienne étant symétrique,

U= ~N(0,1).

N(0,1)

P(|U| < 41—ay2

)=1-a,

ou qﬁ(g’/lz) désigne le quantile d’ordre (1 — a;/2) de la loi normale centrée réduite.

Soit en remplagant,

P(I X, —m| < Vo2 g V) =1-a,
et donc,
x, - 2 JNOD v . 7 NODy_ 4
P(X, \/ﬁq,a/QSmSXn-&-\/ﬁql,a/)—l a.

Nous venons donc de déterminer 'intervalle en question.

Propriété 5. Un intervalle de confiance de seuil o pour la moyenne m d’une loi normale N'(m,o?) avec

o2 connu vaut:

IC_o(m) = | X, — = ¢V OV % o N(0,1)

Jn Di-ar2 "+%q1—a/2

Remarque 4. Dans la vraie vie, on ne connait pas la valeur de 0. Il faut donc proposer un estimateur de
ce parameétre et linjecter dans la recherche d’un pivot. FEvidemment, le pivot changera, et donc l’intervalle
de confiance également.

Remarque 5. Il est intéressant de remarquer que:
e plus le nombre d’observations n augmente, plus l'intervalle se rétrécit (on gagne en précision),
e plus la variance 02 augmente, plus l'intervalle s’agrandit. Ceci est logique puisqu’une variable aléatoire
avec une plus grande variance induit plus de difficulté dans Uestimation de la moyenne (cf loi de X,,).
3.3.2 IC pour la variance d’une loi normale

Comme pour la partie précédente, on recherche un pivot, c’est a dire une fonction des observations X; et du
parametre o2 dont la loi ne dépend pas de o2 (et pas de m bien entendu!). A la fin de la partie de cours sur
les probabilités, nous avons vu un résultat important. Il s’agit du théoreme de Fisher.
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2 2

n n
Théoréme 2. La statistique 0—2" suit une loi du x? a (n—1) degrés de liberté. Autrement dit, U—Z" ~x2_,.

De ce résultat, il est aisé d’en déduire un pivot afin de déterminer un intervalle de confiance. En effet,
nous savons donc que quelque soit (a,b) € RT2, avec 0 < a < b,

P(a§n52§b>:F2 (b)— F- (a).

o2 Xn—1 Xn—1

P(agmgb>=P<mg02§Wb>.
o2 b a
Il y a donc une infinité de choix possibles pour a et b afin d’égaliser cette probabilité & (1 — «). D’ordinaire,
on répartit Perreur symétriquement (& gauche de la densité et & droite), et on choisit donc a et b de sorte
que F\o  (b)=1—Fet F\o (a)= 3.

On en déduit immédiatement le résultat.

Mais on peut aussi écrire

Propriété 6. Un intervalle de confiance de niveau (ou seuil) a pour le paramétre o de la loi N'(m, o?) est
donné par:

2 2 . ) B 1o
10y o(0?) = | 50 nsy }:l(n 1)S.2 (n 1)5,11,

b b
Zn—1,1-a/2 ?n—1,a/2 Rn—1,1-a/2 An—1,a/2

0l 2p—1,0 désigne le quantile d’ordre o de la loi du x* a (n — 1) degrés de liberté.

3.3.3 IC pour une proportion

Le contexte ici est celui de la détermination d’un intervalle de confiance pour le parametre p d’une loi de
Bernoulli, grace a un échantillon X,...,X,. On suppose donc que les observations X; sont iid, distribuées
selon une loi de Bernoulli: X; ~ B(p). Nous avons déja vu que p = X,, est un ESBVM de p.

IC exact On cherche donc un pivot basé sur X,, et p, dont la loi ne dépende pas de p. Nous savons que
T = nX,, suit une loi binomiale car nX,, = Y., X; ~ B(n,p). Mais a ce stade nous ne connaissons pas de
transformation simple permettant de faire disparaitre le parametre p de la loi binomiale... On admet donc
le résultat suivant.

Propriété 7. Un intervalle de confiance exact sur p, de seuil o, est donné par

1 1

Icl—a(p) =

)

1+ n71,1:+1q2(n—T+1),2T,1—a/27 1+ %QQ(n—T),Q(T-i-l),a/Q

avec qa(n—7+1),2T,1—a/2 le quantile d’ordre (1 — a/2) de la loi de Fisher-Snedecor.

Cet intervalle de confiance est cependant difficilement exploitable, et on lui préfere souvent un intervalle
de confiance asymptotique.

IC asymptotique Le principe de l'intervalle de confiance asymptotique repose ici sur 'approximation de
la loi binomiale par la loi normale. En effet, comme n est sensé étre relativement grand, on peut appliquer
le théoréme central limite & la loi des X;. Ainsi on a

T —np

— ~ N(0,1).
np(l —p) 0

T =Y X; ~NnE[X;],nVar(X;)) &

Nous obtenons ainsi un pivot, ce qui nous permet d’aboutir immédiatement & 'intervalle de confiance asymp-
totique. En effet, pour tout (a,b) € R?

T —np
Pla< —————= <b| = Fx(0,1)(b) — Fxo,1)(a).
np(1 —p)
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Pour que cette probabilité vaille (1 — ), on peut choisir Fyr(o,1)(b) = 1 — a/2 et Fjr(g1y(a) = /2. Ainsi

- N(0,1 - N(0,1 :
b= FN%O,l)(l —a/2) =q (a/Q) eta= FN(lo,l)(a/Q) =¢¥Y Ce qui donne:

N(0,1) T —np N(0,1)
P < —— < =1-a.
(qa/Q np(l —p) qla/2>

En développant le calcul pour isoler le parametre p, on obtient un résultat un peu compliqué... Mais qui
se simplifie au prix d’une approximation supplémentaire (le quantile au carré est négligeable par rapport &
n). Au final, on obtient le résultat tres simple suivant:

Propriété 8. L’intervalle de confiance asymptotique sur p, de seuil o, pour des observations suivant une
loi de Bernoulli de parameétre p, vaut:

g, — VO No1 [ Xn (1—Xn)
1C1-a(p) = [ n = (a/z \/ Xt 4 (a/2) n ’

Notons que X,, représente ici la proportion observée de fois que X; vaut 1 dans I’échantillon. On remarque
également que cet intervalle de confiance est tres proche de celui de la moyenne dans le cas d’un échantillon
gaussien a variance connue, ce qui semble logique étant donné 'approximation faite initialement.

4 Tests paramétriques

Les tests statistiques sont des outils essentiels pour nous aider & prendre des décisions éclairées en nous
permettant de tirer des conclusions a partir d’échantillons de données, tout en prenant en compte 'incertitude
inhérente a la variabilité des données. Une introduction aux tests statistiques nécessite de comprendre les
concepts fondamentaux suivants :

e population et échantillon : la population est ’ensemble complet de toutes les observations possi-
bles, tandis qu'un échantillon est un sous-ensemble de la population que nous examinons. Les tests
statistiques sont souvent utilisés pour faire des déclarations sur la population en se basant sur les
caractéristiques observées dans I’échantillon;

e hypotheses : les tests statistiques reposent sur des hypotheses. L’hypothese nulle Hy est une affir-
mation que nous souhaitons tester, tandis que ’hypothese alternative H; est ce que nous essayons de
prouver. Les tests statistiques évaluent la probabilité que les données observées soient compatibles
avec 'hypothese nulle.

e statistique de test : une statistique de test est un nombre calculé a partir des données de 1’échantillon
qui nous aide a prendre une décision sur I’hypothese nulle. La sélection de la statistique de test dépend
du type de données et de la question;

e niveau de signification (souvent noté «): il est le seuil de tolérance pour l'erreur que nous sommes préts
a accepter. Cela détermine le seuil de probabilité en dessous duquel nous rejetterons ’hypothese nulle;

e p-valeur : c’est la probabilité que la statistique de test soit observée, ou plus extréme, si I’hypothese
nulle est vraie. Une p-valeur faible (inférieure & «) suggere que les données fournissent des preuves
solides contre 'hypothése nulle;

e décision : en fonction de la p-valeur par rapport au niveau de signification, on peut décider de rejeter
ou de ne pas rejeter I’hypothese nulle;

e interprétation des résultats d’un test statistique: elle dépend de la décision prise. Si I’hypothese nulle
est rejetée, cela indique que les données fournissent des preuves pour I’hypothese alternative, tandis
que si elle n’est pas rejetée, cela signifie que les données ne fournissent pas suffisamment de preuves
pour conclure en faveur de '’hypothese alternative. En aucun cas on ne peut conclure sur la véracité
de Ho.
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Les tests statistiques peuvent étre classés en différentes catégories en fonction de la nature des données
et des objectifs de I'analyse. Ils sont utilisés pour comparer des groupes, évaluer des relations, mesurer
des différences, prédire des résultats, et bien plus encore. En résumé, les tests statistiques sont des outils
puissants pour transformer des données brutes en informations significatives et parlantes.

4.1 Introduction et concepts généraux

4.2 Formalisation des tests paramétriques
4.2.1 Test d’hypothéses simples
4.2.2 Test d’hypothéses composites

4.3 Test sur la moyenne d’une gaussienne
4.3.1 Exemple introductif et test naif
4.3.2 Amélioration du test

Remarque: si la variance est inconnue, ce test n’est pas applicable...

4.4 p-valeur d’un test

4.5 Lien entre test d’hypotheses et intervalle de confiance
4.6 Construction d’un test : généralisation

4.7 Test sur la variance d’une gaussienne

4.8 Test sur une proportion

4.9 Test de comparaison de deux échantillons
4.9.1 Echantillons gaussiens indépendants

Comparaison des variances: test de Fisher

Comparaison des moyennes: test de Student
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4.9.2 Comparaison de proportions
5 Tests non-paramétriques

5.1 Rappels sur la fonction de répartition empirique

5.2 Test du x?

5.2.1 Test sur les probabilités d’événement
5.2.2 Test d’adéquation a une loi

5.2.3 Test d’adéquation a une famille de lois

5.2.4 Test d’indépendance entre deux variables
5.3 Test de Kolmogorov

5.4 Test de Wilcoxon-Mann-Whitney
5.5 Test de Wilcoxon

5.6 Test de Kruskall-Wallis
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